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Algoritmos de Busca em Tabelas

Dentre os varios algoritmos fundamentais, os algoritmos de busca em tabelas estdo entre 0s mais usados.
Considere por exemplo um sistema de banco de dados. As operacdes de busca e recuperacdo dos dados sdo
bastante frequentes. Considere também os programas “buscadores” da Internet (Google, Yahoo, etc.). Em
todos eles sdo usados de alguma maneira os algoritmos basicos de busca em tabelas ou arquivos.

Vamos estudar os métodos internos de busca, isto é, os dados estdo em tabelas na memoria.

No caso de arquivos em dispositivos externos (discos, memorias de massa, etc.) ha outras variaveis a se
considerar. O tempo de acesso pode envolver operagdes mecéanicas (movimento do brago e rotagdo no caso do
disco) que podem em ser muito mais significativos que o tempo gasto pelo algoritmo. Mas de maneira geral,
se um algoritmo é bom para se efetuar busca em tabelas na memoria, sempre pode ser adaptado para
funcionar também com arquivos externos

Tabelas no Python

Uma tabela no Python é uma lista.
O Python j& possui como fung@es intrinsecas, as fun¢bes count e index cujo objetivo é exatamente
procurar e localizar elementos em uma tabela ou lista:

1st.count (x) — retorna quantas vezes o elemento x ocorre na lista 1st.

1st.index (x) — retorna o indice da primeira ocorréncia de x na lista 1st. Se ndo existe X retorna
ValueError.

1st.index(x, i) —retornao indice da primeira ocorréncia de x a partirde 1st[i].

lst.index(x, i, £) —retornao indice da primeira ocorréncia de x a partir de 1st[i] até 1st[£-1].

Possui ainda o operador in que verifica se determinado elemento esta ou ndo numa tabela:

if x in 1st:
if x not in 1lst:
while x in list:

O nosso objetivo ao estudar os algoritmos de busca em tabelas, € entender como essas funcgdes e operadores
sdo implementados. A maneira de fazé-lo é percorrer a tabela de alguma forma, procurando o elemento.
Vamos entdo verificar com mais profundidade os algoritmos que fazem a busca, ou os algoritmos usados
nestas funcdes.

Busca sequencial

Consiste em varrer uma tabela a procura de um determinado elemento, verificando ao final se 0 mesmo foi ou
n&o foi encontrado.

A funcdo busca abaixo, procura elemento igual a x num vetor a de n elementos, devolvendo —1 se ndo
encontrou ou o indice do primeiro elemento igual a x no vetor. E claro que pode haver mais de um elemento
igual a x.

def busca(a, x):
n = len(a)
for i in range(n):
if a[i] == x: return i
# foi até o fim e ndo achou
return -1

Existem vérias maneiras de se fazer o algoritmo da busca, por exemplo:
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def busca(a, x):
n = len(a)

i=0
while i < n and a[i] '= x:
i+=1
# verifica se parou porque chegou ao fim ou encontrou um igual
if i == n: return -1 # chegou a fim sem encontrar

return i # encontrou um igual

Fica como exercicio, reescrever a fungéo busca de outras formas, usando os comandos for e while.

Busca Sequencial — analise do algoritmo

Considere a fungdo busca na primeira versdo acima. Quantas vezes a comparagdo (a[i] == x) é
executada?

maximo = n (quando ndo encontra ou quando x = a[n-1])

minimo =1 (quandox = a[0])

médio = (n+1) /2

Ha uma hipotese importante considerada para se chegar ao nimero médio de (n+1)/2. Temos que supor que a
quantidade de comparagfes podeser 1, 2, 3,..., ncoma mesma probabilidade.

De qualquer forma, o algoritmo é O (n).

Assim, esse algoritmo pode ser até bom quando n é pequeno, mas quando n é grande, a demora é inevitavel.
Suponha por exemplo uma tabela com 1.000.000 de elementos. Se cada repeti¢do demorar cerca de 100
microssegundos, o tempo para uma busca podera chegar a quase 2 minutos.

Uma melhoria pode ser feita na busca sequencial, quando existem elementos que podem ocorrer com maior
frequéncia. Coloca-los no inicio da tabela, pois serdo encontrados com menos comparagdes.

Suponha agora que a probabilidade do elemento procurado ser a[i] é pi.
Y pi (0<=i<n) ¢ a probabilidade de x estar na tabela.

Y pi <1 se existe alguma chance de x nao estar na tabela.

1 - X pi é a probabilidade de x ndo estar na tabela.

O niimero médio de comparacdes serd entdo:
1p0+2pl+3.p2+..+np(n-1)+n.(1-Zpi)

Se 0s elementos mais procurados estdo no inicio da tabela, o nimero médio de comparagfes é menor. Basta
verificar a formula acima.

Busca sequencial em tabela ordenada

Quando a tabela esta ordenada (por exemplo, em ordem crescente dos elementos), uma melhoria pode ser
feita. Se durante o processo de busca, encontrarmos um elemento que ja € maior que X, ndo adianta continuar
procurando, pois todos os outros serdo também maiores.

def busca(a, x):
n = len(a)
for i in range(n):
if a[i] == x: return i # encontrou
if a[i] > x: return -1 # ndo adianta continuar procurando
# foi até o final e ndo encontrou
return -1
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Ou ainda,

def busca(a, x):
n = len(a)
i=0
while i < n and a[i] < x: i +=1
# verifica se parou porque chegou ao fim ou encontrou um igual
if i == n: return -1 # chegou ao final
if a[i] == x: return i # achou
return -1 # encontrou um maior entdo ndo adianta procurar mais

Porém, existe uma solugdo muito melhor quando a tabela esta ordenada.

Busca binaria em tabela ordenada

Lembre-se de como fazemos para procurar uma palavra no dicionario. Nao vamos verificando folha a folha
(busca sequencial). Ao contrério, abrimos o dicionario mais ou menos no meio e dai s ha trés possibilidades:
a) A palavra procurada esta na pagina aberta

b) A palavra esta na parte esquerda do dicionario

c) A palavra esté na parte direita do dicionério

Caso ndo ocorra a situacao (a), repetimos 0 mesmo processo com as paginas da parte direita ou da parte
esquerda, onde a palavra tem chance de ser encontrada. Em cada comparagéo eliminamos cerca de metade das
paginas do dicionario.

Em se tratando de uma tabela, isso pode ser sistematizado da seguinte forma:

a) Testa com o elemento do meio da tabela;

b) Se for igual, termina o algoritmo porque encontrou o elemento;

c) Seoelemento do meio é maior, repete o processo considerando a tabela do inicio até o meio — 1;
d) Se oelemento do meio é menor, repete o processo considerando a tabela do meio + 1 até o final,

Se 0 elemento ndo esta na tabela, chegard 0 momento em que a tabela restante tera zero elementos que € o
outro critério de parada do algoritmo.

Observe que se ocorreu a situac¢do (c ) ou ( d), a tabela foi reduzida a metade.

Vamos entdo ao algoritmo:

def buscabinaria(a, x):
n = len(a)
inicio = 0
final = n -1
# Enquanto a tabela tem elementos continue procurando
while inicio <= final:
meio = (inicio + final) // 2
if a[meio] == x: return meio # encontrou o procurado
# verifica se continua a procura na parte superior ou inferior
if x < a[meio]: final = meio -1 # parte superior
else: inicio = meio + 1 # parte inferior
# Se chegou aqui é porque esgotou as possibilidades e ndo encontrou
return -1

Exercicio:

Considere a seguinte tabela ordenada:

Algoritmos de Busca em Tabelas
Mac122 - Marcilio



Algoritmos de Busca em Tabelas
MAC122 — Marcilio — Revisdo 09/11/2020
2 5 7 11 13 17 25

1) Diga quantas comparagdes com elementos da tabela serdo necessérias para procurar cada um dos 7
elementos da tabela?

2) Diga quantas comparacfes com elementos da tabela serdo necessarias para procurar 0s seguintes
nGmeros que ndo estdo na tabela 12, 28, 1, 75, 8?

E se a tabela tivesse os seguintes elementos:
2 5 7 11 13 17 25 32 35 39

1) Diga quantas comparacGes com elementos da tabela serdo necessarias para procurar cada um dos 10
elementos da tabela?

2) Diga quantas comparacdes com elementos da tabela serdo necessarias para procurar 0s seguintes
nameros que ndo estdo na tabela 12, 28, 1, 75, 8?

O meio da tabela

Quando a quantidade de elementos da tabela (n = final - inicio + 1) é impar, o resultado de
(inicio + final) //2 fornece exatamente o elemento do meio da tabela. Na proxima repeticdo temos
entdo 2 tabelas exatamente comn // 2 elementos.

Quanto n é par, isso ndo ocorre e a parte inferior da tabela fica com n/2 elementos enquanto que a parte
superior ficacom (n // 2 - 1) elementos.

Meio

Meio

Na verdade, ndo é nem necessario se escolher exatamente o elemento do meio. O elemento do meio é a
melhor escolha, pois as duas partes da tabela ficam reduzidas quase que exatamente & metade.

Outra forma de busca binaria

Outra forma de se pensar o algoritmo de busca binaria, é usar o fato que a tabela tem um primeiro elemento
(Base) e um tamanho (N). A cada repeticdo compara-se o elemento procurado com o elemento médio da
tabela (x == a[Base + N // 2]?). Seencontrar termina. Se x > a[Base + N // 2] oelemento
procurado deve estar acima e a nova base fica sendo (Base + N // 2 + 1), enquanto o novo valor de N
ficaem (N // 2) se N éimparou (N // 2 - 1) se N épar.Sex < a[Base + N // 2]o0
elemento procurado deve estar abaixo e a Base permanece a mesma enquanto N ficaem (N // 2).
Inicialmente, a Base € zero e 0 algoritmo termina quando N fica zero, isto é, a tabela terminou e ndo
encontramos o elemento procurado.

# Procura X em L[Base], ..., L[Base + N - 1]
# Busca bindria em tabela ordenada - versdo ndo recursiva
def BBNR(L, X, Base, N):

# Continua a busca enquanto N > 0

while N > O:
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# meio da tabela
meio = Base + N // 2

if L[meio] == X: return meio
# Calculo do tamanho da parte de cima e da parte de baixo
if N & 2 ==

# N é par

tam inf, tam sup =N // 2, N // 2 - 1

else:
# N é impar
tam inf, tam sup =N // 2, N // 2
# Continua a busca na parte de cima ou de baixo.
if X > L[meio]:
Base, N = meio + 1, tam sup
else:
N = tam inf
# Se saiu do while - n&o encontrou
return -1

Busca binaria recursiva

O algoritmo de busca binéria pode também ser implementado de forma recursiva.

Observe que a cada repeticéo, realizam-se as mesmas opera¢des numa tabela menor.

A versdo recursiva é especialmente interessante. Comparamos com o elemento médio da tabela. Se for igual,
a busca termina. Se for maior, fazemos a busca binaria na tabela superior, sendo fazemos busca binaria na
tabela inferior. A busca termina quando a tabela tiver zero elementos. Observe que a tabela superior vai do
elemento médio mais 1 até o final e a tabela inferior vai do inicio até o elemento médio menos 1.

def BBR(a, inicio, final, x):
if inicio > final: return -1 # ndo encontrou
meio = (inicio + final) // 2
if a[meio] == x: return meio # encontrou
# procura na parte superior ou inferior da tabela
if a[meio] > x: return BBR(a, inicio, meio - 1, x)
return BBR(a, meio + 1, final, x)

Com a fungéo acima, a chamada inicial seria BBR(v, 0, n-1, x).

Busca binaria recursiva — outra forma
Usando a versdo com o primeiro elemento (Base) e um tamanho (N) de forma recursiva:

# Procura X em L[Base], ..., L[Base + N - 1]
# Busca binadria em tabela ordenada - versdo recursiva
def BBR(L, X, Base, N):

if N == 0: return -1 # terminou a busca

# meio da tabela

meio = Base + N // 2

if L[meio] == X: return meio
# Calculo do tamanho da parte de cima e da parte de baixo
if N $ 2 ==

# N é par

tam inf, tam sup =N // 2, N // 2 -1

else:
# N é& impar
tam_inf, tam sup

N//2, N//2
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# Continua a busca na parte de cima ou de baixo.
if X > L[meio]: return BBR(L, X, meio + 1, tam_sup)
return BBR(L, X, Base, tam_inf)

Busca binéria recursiva — com sub-listas do Python

Uma versao recursiva pode ser implementada usando o recurso de sub-listas do Python.
Ocorre que neste caso perdemos a informacdo do indice na tabela em que esta o elemento.
Além disso, ha um problema de uso de memdria excessivo porque a cada nova chamada,
novas listas séo criadas.

def BBsub(a, x):
n = len(a)

if n == 0: return False
meio = (n - 1) // 2
if x == a[meio]: return True

if x > a[meio]: return BBsub(a[meio+l:], x)
return BBsub(a[:meio], Xx)

Exercicio:

1) Considerando agora a versdo acima (Outra formas de busca binéria), escreva a fungdo def
BBR2 (a, base, n):,deforma recursiva. Neste caso a chamada inicial da fungéo seria
BBR2 (v, 0, n).

Busca binaria - Como extrair mais informac6es do algoritmo

Podemos extrair mais informagdes do algoritmo de busca binéaria, além do resultado se achou ou ndo achou.
Quando ndo encontramos o elemento, a busca termina, nas proximidades de onde o elemento deveria estar.
Suponha que desejamos encontrar o lugar onde o elemento deveria estar se fossemos inseri-lo na tabela.
Exemplos:

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Ali] 12 15 18 18 18 20 25 38 44

binariaP (23, A, 9) devolve 6

binariaP (17, A, 9) devolve 2

binariaP (15, A, 9) devolve 1

binariaP (18, A, 9) devolve 2

binariaP (55, A, 9) devolve 9

binariaP (12, A, 9) devolve 0

binariaP (10, A, 9) devolve 0

De uma forma geral, se binariaP(x, a, n) devolve k,entdode a[0] até a [k-1] todos sdo menores
que xede alk] até a[n-1] todos sdo maiores ou iguais a x.

Esta versdo tem duas aplicacdes interessantes:

1) Se é necessério inserir um elemento que ainda ndo esta na tabela, a busca devolve exatamente o lugar
em que ele devera ser inserido. E claro que para isso vamos ter que deslocar todos abaixo dele para
abrir espaco.

2) Quando héa elementos repetidos na tabela, a busca devolve exatamente o primeiro igual. Todos os
outros iguais estardo apos ele.
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# procura x em a[0] até a[n-1] e devolve:

#
#
#

0 se x<= al[0]
n se x > a[n-1]
R se a[R-1] < x <= al[R]

def binariaP(x, a):

n = len(a)
# se x estad fora da tabela
if x <= a[0]: return O
if x > a[n-1]: return n
# x pode estar dentro da tabela
L=20
R = n-1
while R - L > 1:
M= (R+1L) // 2
if x <= a[M]: R=M
else: L. =M
return R

Para saber se achou z na lista b ou ndo:

k = binariaP(z, b)

m = len(b)

if k < m and b[k] == z: # achou
else: # ndo achou

ou

if k == m or b[k] !'= z: # ndo achou
else: # achou

Busca binaria - andlise simplificada

Considere agora a primeira versao da busca binaria:

def buscabinaria(a, x):

n = len(a)
inicio = 0
final = n - 1
# Enquanto a tabela tem elementos continue procurando
while inicio <= final:
meio = (inicio + final) // 2
if a[meio] == x: return meio # encontrou o procurado
# verifica se continua a procura na parte superior ou inferior
if x < a[meio]: final = meio -1 # parte superior
else: inicio = meio + 1 # parte inferior
# Se chegou aqui é porque esgotou as possibilidades e n&o encontrou
return -1

A comparacdo a[meio] == x € 0 comando significativo para a analise do tempo que esse algoritmo
demora, pois representa a quantidade de repeti¢des que serdo feitas até o final do algoritmo.

O tempo consumido pelo algoritmo é proporcional a quantidade de repeticGes (comando while).
Como a cada repeticdo uma comparacao é feita, o tempo consumido serd proporcional a quantidade de
comparac0es.
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Quantas vezes a comparagdo a [meio]
Minimo = 1 (encontra na primeira)
Méximo =?

Médio = ?

Ndmero maximo de comparagoes

Note que a cada iteragdo a tabela fica d
a metade dos elementos.

Veja o exemplo para N = 11 (impar) — faremos no maximo 4 comparagdes.

x ¢ efetuada?

ividida ao meio. A nova busca é feita numa tabela que tem no maximo

Comparacao Tamanho Méximo da Tabela
1° 11
2° 5
3° 2
4° 1

Agora para N = 10 (par) — faremos no

maximo 4 comparagdes.

Comparacéo Tamanho M&ximo da Tabela
1° 10
2° 4oub
3° lou?2
4° 1

Agora para N =31 (impar e poténcia de 2 menos 1) — faremos no méaximo 5 comparacdes.

Comparacao Tamanho Méximo da Tabela
1° 31
2° 15
3° 7
4° 3
5° 1

No caso geral

Comparacao Tamanho Méximo da Tabela
1° N
2° N/2
3° N/4
4° N/8
(k+1)° N/ 2%

Enquanto ndo se encontra o elemento procurado, as comparagdes continuam até o valor k tal que:

2k§N<2(k+l)

Ouk<IgN<k+1(IgNéologdeN

Ou ainda (somando — k — Ig N em todo
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Ou (multiplicando por -1) IgN -1 <k <1gN

Como estamos interessados no valor (k + 1) termos: IgN < (k+1)<1+IgN
Assim 0 nimero maximo de comparagdes esta entre IgNe 1 +Ig N

Assim, o algoritmo é 0 (1g N) ,0u 0 (log N).

E um resultado surpreendente. Suponha uma tabelade 1.000.000 de elementos. O nGmero maximo de
comparagfes sera 1g (1.000.001) = 20.Compare com a busca seqiiencial, onde o maximo seria
1.000.000 e mesmo 0 médio seria 500.000. Veja abaixo alguns valores tipicos para tabelas grandes.

N| 1g (N+1)
100 7
1.000 10
10.000 14
100.000 17
1.000.000 20
10.000.000 24
100.000.000 27
1.000.000.000 30

NuUmero médio de comparacdes

Sera que 0 nimero médio é muito diferente da média entre 0 maximo e 0 minimo?

Vamos calcula-lo, supondo que sempre encontramos o elemento procurado. Note que quando nédo
encontramos o elemento procurado, o nimero de comparagdes é igual ao méaximo. Assim, no caso geral, a

média estara entre 0 maximo e a média supondo que sempre vamos encontrar o elemento.

Supondo que temos N elementos e que a probabilidade de procurar cada um é sempre 1/N.

Vamos considerar novamente N = 2% - 1.

Como fazemos 1 comparacédo na tabela de N elementos, 2 comparagdes em 2 tabelas de N/2 elementos, 3
comparacOes em 4 tabelas de N/4 elementos, 4 comparagdes em 8 tabelas de N/8 elementos, e assim por
diante, a média é calculada entdo pela somatéria:

= 1.1/N + 2.2/N + 3.4/N + ... + k.2X71/n

- 1/N . yi.2t7t (i=1,k)

= 1/N . ((k-1).2% + 1) (aprova por indugio esta abaixo)
Como N=2%-1 entdo k=1g (N+1)

= 1/N . ((lg (N+1) - 1) . (N+1) + 1)

= 1/N . ((N+1).lg (N+1) - N)

= (N+1)/N . 1lg (N+1) -1 ~ 1lg (N+1) - 1

Resultado novamente surpreendente. A média é muito préxima do maximo.

Algoritmos de Busca em Tabelas
Mac122 - Marcilio



Algoritmos de Busca em Tabelas
MAC122 — Marcilio

Verdade para k = 1
Supondo verdade para k, vamos calcular para k+1.

si.2371 (i=1,k+1) = ywi.2 7t (i=1,k) + (k+1).2K
= (k-1).2K + 1 + (k+1).2K
= k2K 4

Exercicios:
1. Dada uma tabela com 5 elementos x1,x2,x3,x4,x5 com as seguintes probabilidades de busca:

elemento x1 x2 x3 x4 x5
probabilidade 0.5 025 015 0.08 0.02

a) Calcule o nimero médio de comparagdes no algoritmo de busca seqiiencial para a tabela com os elementos
na seguinte ordem:

al) x1, x2, x3, x4, x5
a2) x5, x4, x3, x2, x1
a3) x3, x2, x5, x1, x4

b) Idem supondo a seguinte distribuicéo

elemento x1 x2 x3 x4 x5
probabilidade 0.4 0.2 0.1 0.1 0.05

Neste caso o elemento procurado pode ndo estar na tabela
Considere a seguinte tabela ordenada:

25 7 11 13 17 25
3) Diga quantas comparacdes serdo necessarias para procurar cada um dos 7 elementos da tabela?

4) Diga quantas comparagdes serdo necessarias para procurar 0s seguintes nimeros que ndo estao na
tabela 12, 28, 1, 75, 8?

2. Considere a seguinte modificacdo do algoritmo busca binaria.

def buscabinaria(a, x):

n = len(a)

inicio = 0

final = n - 1

# Enquanto a tabela tem elementos continue procurando

while inicio <= final:
meio = entre(inicio, final)
if a[meio] == x: return meio # encontrou o procurado
# verifica se continua a procura na parte superior ou inferior
if x < a[meio]: final = meio -1 # parte superior
else: inicio = meio + 1 # parte inferior

# Se chegou aqui é porque esgotou as possibilidades e ndo encontrou
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return -1
A funcdo entre (inicio, final) é uma funcdo que devolve um nimero aleatério entre inicioe fim.

a) Esta correta?

b) Diga qual o nimero minimo e o nimero maximo de vezes que a comparacao (Vv[i] == x) é efetuada e em
qual situacdo ocorre.

c) O que acontece se a funcdo devolver n/3?

3. Escreva um algoritmo de busca ternaria, isto &, a cada passo calcular m1=n/2 e m2=2*n/3. A tabela
entdo fica dividida em 3 partes (esquerda, meio e direita). Dai basta comparar com m1 e m2. Se ndo for igual
0 elemento deve estar em uma das 3 partes. A cada passo a tabela fica dividida por 3.

4. A busca ternaria é melhor que a busca binaria?
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